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doi: https://doi.org/10.32782/pet-2021-2-10

КВАЗІКЛАСИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ ТЕОРІЇ СТРУМОВИХ СТАНІВ 
У НАДПРОВІДНИКОВИХ КОНТАКТАХ

У роботі проведений теоретичний аналіз рівнянь мікроскопічної теорії надпровідності з урахуванням мализ-
ни відношення критичної температури до ферміївської. Для низькотемпературних надпровідників це відношення 
має порядок 1/10000. Наслідком мализни такого відношення є те, швидкiсть руху куперiвської пари як цiлого 
значно менша характерної швидкостi електронiв, що її утворюють (фермi-швидкості). Це означає, що хоча 
електрони у надпровiдниках сильно виродженi, рух куперiвських пар є квазiкласичним. Урахування цiєї обставини 
дозволяє суттєво спростити рiвняння теорiї надпровiдностi, а саме понизити їх порядок.  У роботі описано іде-
ологію квазікласичного наближення в теорії надпровідності. Побудовано квазікласичні рівняння, які застосовні 
до розрахунку струмових станів у надпровідникових структурах.
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QUASICLASSICAL APPROXIMATION OF THEORY OF THE CURRENT STATES 
IN SUPERCONDUCTING CONTACTS

In this work has been analyzed on theoretical level the equations of microscopic theory of superconductivity 
with respect to assumption about small ratio critical temperature to Fermi-temperature. We described the ideology 
of the quasiclassical approximation in the theory of superconductivity. Quasiclassical equations that are applicable to 
computation of the current states in superconducting structures have been constructed.
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Вступ. Електричний опір більшості металів, 
а також багатьох сполук при зниженні темпера-
тури нижче критичної (для Sn, наприклад 4 К) 
стрибкоподібно обертається на нуль. Нижче 
критичної температури електричний струм 
може протікати через даний зразок навіть за 
відсутності прикладеної різниці потенціалів. 
Вказане явище надпровідності було відкрите 
у 1911 році Камерлінг-Оннесом, який також 

першим отримав зріджений гелій. Природно, 
що рух електронів провідності у надпровіднику 
можна порівняти із рухом рідкого гелію через 
капіляр нижче Tλ , який також відбувається 
без дисипації. Фактично вже у 1938 році, коли 
тільки-но було відкрито надплинність гелію, 
Лондон висловив думку [1], що надплинність 
та надпровідність повинні мати однакове тлу-
мачення. Ця гіпотеза виявилася надзвичайно 



62 63

Фізика та освітні технології, Вип. 2, 2021

плідною. Пізніше Боголюбов у своїй новатор-
ській роботі з теорії надпровідності зазначив, 
що надпровідність металу є надплинністю його 
електронної рідини [1].

Стосовно теоретичного опису явища над-
провідності на мікроскопічному рівні, то як 
відомо [2] основними рівняннями мікроскопіч-
ної теорії надпровідності у наближенні серед-
нього поля є рівняння для коефіцієнтів кано-
нічного перетворення Боголюбова, які мають 
розв’язуватися за умови самоузгодження
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Тут up r( )  та υp r( )  − коефіцієнти канонічного 
перетворення від частинок до квазічастинок, яке 
діагоналізує вихідний білінійний гамільнотіан 
прямої взаємодії між електронами, ∆( )r  − параметр 
впорядкування, 
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 g −  
константа взаємодії, T  − температура. 

Система рівнянь (1) відома як рівняння Бого-
любова. Її можна інтерпретувати як рівняння на 
власні функції та власні значення для двоком-
понентної власного вектора. У математичній 
фізиці від власних функцій можна здійснити 
перехід до функцій Гріна. У даному випадкові 
їх можна запровадити наступним чином
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Тут E − змінна енергії, але комплексна, 
оскільки функції Гріна визначаються для E поза 
спектром.

Рівняння Боголюбова записані мовою функ-
цій Гріна називаються рівняннями Горькова
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    (5)

Умова самоузгодження (2) у даному випад-
кові має вигляд

�( ) | | ( , )r r r� ��g FE
E

.                    (6)

З технічної точки зору система рівнянь 
теорії надпровідності у формі рівнянь Бого-
любова чи еквівалентних їм рівнянь Горькова 
доволі складна, оскільки шукані величини 
(коефіцієнти up r( )  та υp r( )  або функції G  та F )  

є нелінійними функціоналами функції ∆( )r , яка 
в загальному випадкові є просторово-неодно-
рідною.

Як показують дослідження [2], швидкість 
руху куперівської пари як цілого значно менша 
характерної швидкості електронів, що її утво-
рюють, − швидкості Фермі. Це означає, що хоча 
електрони у надпровіднику сильно вироджені, 
рух куперівських пар є квазікласичним.

У даній роботі ми побудуємо рівняння мікро-
скопічної теорії надпровідності в теорії струмо-
вих станів із врахуванням квазікласичного руху 
куперівських пар. Одержані рівняння будуть 
нижчого порядку як диференціальні рівняння 
порівняно з вихідними рівняннями Боголюбова 
чи Горькова.

Опис струмових станів у надпровідниках. 
Надпровідник визначається тою фундаменталь-
ною властивістю, що в ньому можливі стру-
мові стани, які в стаціонарних умовах існують 
без дисипації (ефект Джозефсона). Оскiльки 
вiдбувається перенос маси, а разом з цим i 
заряду, конденсат куперiвських пар набуває 
швидкості υs .

Рівняння Горькова із врахуванням можли-
вості руху конденсату мають вигляд (див. [4])
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Ці рівняння одержуються із системи рівнянь 
(5) шляхом переходу до локальної системи від-
ліку, де конденсат нерухомий за допомогою 
перетворення Галілея. Зауважимо, що система 
рівнянь (7) та (8) записана в термінах мацубарів-
ських функцій Гріна, тобто має місце співвідно-
шення E i n� � ,  � �n T n� �( ),2 1  n  − ціле число.

Для опису струмових станів рівняння Горь-
кова слід доповнити виразом для середньої гус-
тини струму, який має вигляд
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Для розв’язку рівнянь Горькова в теорії стру-
мових станів будемо використовувати локальне 
наближення, яке грунтується на припущеннi, що 
градiєнти магнiтного поля i параметра впорядку-
вання є малими порiвняно з самими цими величи-
нами. Таке припущення забезпечує можливiсть 
розкладу по градiєнтах i збереження в цьому 
розкладi лише початкових членiв. Рiвняння 
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теорiї надпровiдностi допускають в локальному 
наближеннi розв'язок з тою ж мiрою повноти, 
що й у просторово однорiдному випадку.

Найпростiший спосiб розв'язку рiвнянь 
теорiї надпровiдностi у локальному наближеннi 
грунтується на застосуваннi мiшаного представ-
лення Вiгнера, у якому запроваджують радiус-
вектор центра iнерцiї (у даному випадку −  
пари) R r r1 2� �� �1

2
 i радiус-вектор, що харак-

теризує відносний рух r r -r2 1= , пiсля чого 
роблять перетворення Фур'є за цiєю останньою 
змiнною. Таким чином отримують
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Рiвняння Горькова (7-8) для мацубарiвських 
функцiй Грiна в представленнi Вiгнера набува-
ють такої форми







−=∆+
=∆−

∗ ).()()()(ˆ
),()()()(ˆ

rrrr
rrrr

ppppp

ppppp

υευξ
ευξ

u
uu  (1) 

∑ ∗=∆
p

p
pp rrr

T
ug

2
th)()()(
ε

υ , (2) 

,2/ˆˆ 2 µξ −= mpp  ,2∆−= 2
pp ξε   

 

∑ −
=

∗

p p

pp rr
rr

εE
'uu

'GE

)()(
),( , (3) 

∑ −
=

∗

p p

pp rr
rr

ε
υ

E
'u

'FE

)()(
),(  (4) 

 

( )
( )





=∆++
−=∆+−

∗ .0),()(),(ˆ
),(),()(),(ˆ

'G'FE
''F'GE

EE

EE

rrrrr
rrrrrrr

p

p

ξ
δξ

 (5) 

 

∑ ′=∆
E

EFg ),(||)( rrr . (6) 

 

( ) ),(),()(),()(ˆ
2
1 2

11 2121121s rrrrrrrrυp −=∆+





 ++− δµω ωω nn

FGm
m

i n  (7) 

( ) .0),()(),()(ˆ
2
1 2

11 =∆+





 −−+ 21121s rrrrrrυp

nn
GFm

m
i n ωωµω  (8) 

 

( ) ,),()(2),(lim)( ∑∑ +∇−∇=
→

n

nn

n

GTeGT
m
ie

s
ω

ωω
ω

11121rrrr1 rrrυrrrJ
12

12

 (9) 

 

[ ] .
π)(2

exp),(),(),( 3
pprpRrRrr 21

difff ∫=→  (10) 

 

,1),()
2

(),()
2

(
22

1 2

=∇+∆+









+






 ∇++∇−− pRRpRRυp ppsR nn

FiGimi
m

i n ωωµω

 
(11) 







−=∆+
=∆−

∗ ).()()()(ˆ
),()()()(ˆ

rrrr
rrrr

ppppp

ppppp

υευξ
ευξ

u
uu  (1) 

∑ ∗=∆
p

p
pp rrr

T
ug

2
th)()()(
ε

υ , (2) 

,2/ˆˆ 2 µξ −= mpp  ,2∆−= 2
pp ξε   

 

∑ −
=

∗

p p

pp rr
rr

εE
'uu

'GE

)()(
),( , (3) 

∑ −
=

∗

p p

pp rr
rr

ε
υ

E
'u

'FE

)()(
),(  (4) 

 

( )
( )





=∆++
−=∆+−

∗ .0),()(),(ˆ
),(),()(),(ˆ

'G'FE
''F'GE

EE

EE

rrrrr
rrrrrrr

p

p

ξ
δξ

 (5) 

 

∑ ′=∆
E

EFg ),(||)( rrr . (6) 

 

( ) ),(),()(),()(ˆ
2
1 2

11 2121121s rrrrrrrrυp −=∆+





 ++− δµω ωω nn

FGm
m

i n  (7) 

( ) .0),()(),()(ˆ
2
1 2

11 =∆+





 −−+ 21121s rrrrrrυp

nn
GFm

m
i n ωωµω  (8) 

 

( ) ,),()(2),(lim)( ∑∑ +∇−∇=
→

n

nn

n

GTeGT
m
ie

s
ω

ωω
ω

11121rrrr1 rrrυrrrJ
12

12

 (9) 

 

[ ] .
π)(2

exp),(),(),( 3
pprpRrRrr 21

difff ∫=→  (10) 

 

,1),()
2

(),()
2

(
22

1 2

=∇+∆+









+






 ∇++∇−− pRRpRRυp ppsR nn

FiGimi
m

i n ωωµω

 
(11) 

               (11)

.0),()
2

(),()
2

(
22

1 2

=∇+∆+









−






 ∇+−∇−+ pRRpRRυp ppsR nn

GiFimi
m

i n ωωµω

 
(12) 

 

( ) .
π)(2

),(2)( 3∑∫ +=
n

n

dGmT
m
ie

ω
ω

ppRυpRJ s  (13) 

 

0/),(~),( ξpRpRR ff∇ . Отже можна вважати, що 0/1~ ξR∇ . 

 

np 







+=

0
0 υ

ξp , (14) 

cTmpm ~//p2 22 2
0−=ξ . 

 

µ
υ
ξµ −










∇++∇−








+=−






 ∇++∇−

2

0
0

2

)
2

(
22

1)
2

(
22

1
psRpsR RυnRυp imip

m
imi

m
=  

( )
0000

2
22

00 22442
1

8
1

2 υ
ξξ

υ
ξυξ s

ssss p
i

p
iim

m
pi nυnυυυnυn RRRRR +∇−+∇−∇−+∇−+∇−= . (15) 

 
ξ

υ
d
d

dp
d

0p nn =≅∇ . 

 

,1),(
2

),(
22 0000 =






 +∆+














 +−∇+− ξυξυυξω ωω ,F

dξ
di,G

dξ
dipii

nnsn nRnRnRnRnυn R

 
(16) 

0),(
2

),(
22 0000 =






 +∆+














 +−∇−+ ξυξυυξω ωω ,G

dξ
di,F

dξ
dipii

nnsn nRnRnRnRnυn R

 
(17) 

 

.),(
π4

)0(2)( 0 ∑∫ ∫=
n

n
,ξGddTNe

ω
ωξυ nRnnRJ  (18) 

 

.
2

)()( ∫= π
ξξ ξ deftf ti  (19) 

 

.0),()
2

(),()
2

(
22

1 2

=∇+∆+









−






 ∇+−∇−+ pRRpRRυp ppsR nn

GiFimi
m

i n ωωµω

 
(12) 

 

( ) .
π)(2

),(2)( 3∑∫ +=
n

n

dGmT
m
ie

ω
ω

ppRυpRJ s  (13) 

 

0/),(~),( ξpRpRR ff∇ . Отже можна вважати, що 0/1~ ξR∇ . 

 

np 







+=

0
0 υ

ξp , (14) 

cTmpm ~//p2 22 2
0−=ξ . 

 

µ
υ
ξµ −










∇++∇−








+=−






 ∇++∇−

2

0
0

2

)
2

(
22

1)
2

(
22

1
psRpsR RυnRυp imip

m
imi

m
=  

( )
0000

2
22

00 22442
1

8
1

2 υ
ξξ

υ
ξυξ s

ssss p
i

p
iim

m
pi nυnυυυnυn RRRRR +∇−+∇−∇−+∇−+∇−= . (15) 

 
ξ

υ
d
d

dp
d

0p nn =≅∇ . 

 

,1),(
2

),(
22 0000 =






 +∆+














 +−∇+− ξυξυυξω ωω ,F

dξ
di,G

dξ
dipii

nnsn nRnRnRnRnυn R

 
(16) 

0),(
2

),(
22 0000 =






 +∆+














 +−∇−+ ξυξυυξω ωω ,G

dξ
di,F

dξ
dipii

nnsn nRnRnRnRnυn R

 
(17) 

 

.),(
π4

)0(2)( 0 ∑∫ ∫=
n

n
,ξGddTNe

ω
ωξυ nRnnRJ  (18) 

 

.
2

)()( ∫= π
ξξ ξ deftf ti  (19) 

             (12)

Вираз для густини струму має вигляд
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Опис струмових станів у надпровідниках. 
Перейдемо до формулювання квазікласичного 
наближення в теорії надпровідності. Як пока-
зують дослiди, вiдношення критичної темпера-
тури Tc  до фермівської TF  значно менше одиницi. 
Для низькотемпературних надпровiдникiв це 
вiдношення становить 10-5−10-4 у найбiльш 
характерних випадках, але навiть для високо-
температурних надпровiдникiв воно порядку 
10-2. Оцiнка критичних значень надплинної 
швидкостi, зроблена на пiдставi локального 
наближення, дає результат � �s c FT Tcrit / ~ /0 1�� , 
де υ0  − швидкість електронів на поверхні Фермі 
(фермі-швидкість). Таким чином, швидкiсть 
руху куперiвської пари як цiлого значно менша 
характерної швидкостi електронiв, що її утво-
рюють, − швидкостi Фермi. Можна сказати 
тому, що хоча електрони у надпровiдниках 
сильно виродженi, рух куперiвських пар 
є квазiкласичним. Урахування цiєї обставини 

дозволяє суттєво спростити рiвняння теорiї 
надпровiдностi. Нижче ми покажемо, що 
внаслiдок зiставлення рiзних членiв у рiвняннях 
для функцiй Грiна надпровiдника, деякими з них 
можна знехтувати, оскiльки вони мають вищий 
порядок порiвняно з основними по вiдношенню 
T Tc F/ << 1 . Кiнцевим результатом цiєї проце-
дури виявляється те, що спрощенi таким чином 
рiвняння пiсля повернення в конфiгурацiйний 
простiр мають нижчий порядок нiж вихiднi 
диференцiальнi рiвняння теорiїї надпровiдностi 
(записанi в просторових координатах). Таке 
спрощення рівнянь має просторовий аспект, 
оскiльки T T ac F/ ~ / �0 1�� , де a  − мiжатомна 
вiдстань, а ξ0  − довжина когерентності. Таким 
чином, квазiкласичнi рiвняння у певному сенсi 
є загладженiї по атомних довжинах i мiстять 
лише великомасштабнi просторовi змiни пара-
метра впорядкування.

Вiзьмемо до уваги, що всi функцiї мiняються 
повiльно в залежностi вiд координат центра 
iнерцiї пари, який характеризується векто-
ром R , а саме, вони мiняються на довжинах 
порядку ξ0 , а не на атомнiй довжинi. Це зна-
чить, що для оператора ∇R , який застосову-
ється до функцiї f ( , )R p , справедлива оцiнка 
�R R p R pf f( , ) ~ ( , ) / �0 . Отже можна вважати, 

що �R ~ /1 0� .
Стосовно імпульсної змінної, то основний 

внесок в iнтеграли по iмпульсу p  дає вузький 
окiл фермi-сфери p � �p m0 0� , величина якого 
має порядок ξ~Tc . Покладемо

p n� �
�

�
�

�

�
�p0

0

�
�

,                       (14)

де n − одиничний вектор, що визначає напря-
мок імпульсу, енергетична змінна визначається 
виразом � � �p / / ~2 2 20

2m p m Tc .
З урахуванням наведених вище оцінок, роз-

глянемо порядок мализни різних доданків у рів-
няннях Горькова (11) та (12). Маємо
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В одержаному виразі лише перші три 
доданки мають порядок Tc , решта є меншими за 
Tc  у відношенні T Tc F/ << 1  і можуть бути відки-
нуті. Врахуємо також, що в градієнті за імпуль-
сами ∇p  істотною є лише проекція в напрямку 
імпульсу, інші проекції мають менший порядок 
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мализни (це легко довести, якщо записати гра-
дієнт в сферичних координатах в імпульсному 
просторі). Таким чином, � � �p 0n n

d
dp

d
d

�
�

.
Враховуючи всi зробленi оцiнки, можемо 

написати спрощенi рiвняння для функцiй Грiна 
у мiшаному представленнi
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Вираз для середньої густини струму має 
вигляд
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Рівняння (16) та (17) утворюють систему 
квазікласичних рівнянь теорії надпровідності. 
Ці рівняння є рівняннями Горькова мікроско-
пічної теорії надпровідності, що загладжені по 
атомних довжинах, тобто містять лише вели-
комасштабні просторові зміни параметра впо-
рядкування. Для зручності у роботі з цими рів-
няннями перейдемо від змінної ξ  до спряженої 
змінної t  за допомогою перетворення Фур’є.

f t f e
di t( ) ( ) .� � �
�
�

�

2
                 (19)

В t – представлені квазікласичні рівняння 
мають вигляд 
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Система рівнянь у формі (20) − (22) чи (16) − 
(18) може бути використана для мікроскопіч-
ного опису ефектів теорії надпровідності в різ-
номанітних просторово-неоднорідних задачах, 
зокрема, стаціонарного та нестаціонарного 
ефектів Джозефсона в тунельних контактах 
[3-5], ефекту Майсснера [2] тощо. Нагадаємо, 
що при переході до квазікласичних рівнянь 
ми використали два наближення. Перше врахо-
вує, що усі функції міняються повільно в залеж-
ності від координат, а саме, вони міняються на 
довжинах порядку довжини когерентності, а не 
на атомній довжині. Інше наближення враховує, 
що основний внесок в інтеграли по імпульсу 
дає вузький окіл фермі-сфери.

Висновки. У роботі проведений теоре-
тичний аналіз рівнянь мікроскопічної теорії 
надпровідності з урахуванням мализни від-
ношення критичної температури до фермі-
ївської. Показано, що у випадку, коли усі 
функції міняються повільно у залежності від 
координат, а саме, вони міняються на довжинах 
порядку довжини когерентності, а не на атом-
ній довжині, а також, коли основний внесок 
в інтеграли по імпульсу дає вузький окіл фермі-
сфери, рівняння Горькова набувають спроще-
ного вигляду, зокрема мають нижчий порядок 
нiж вихiднi диференцiальнi рiвняння теорiїї 
надпровiдностi. Такі рівняння в теорії надпро-
відності називаються квазікласичним.

Побудовано квазікласичні рівняння для 
теорії струмових станів у надпровідникових 
структурах.
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