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ЧИСЛОВИЙ РОЗРАХУНОК ЗАДАЧІ ПЛЕЯД У СЕРЕДОВИЩІ CAS MAXIMA 

Модельні задачі небесної механіки описуються за допомогою диференціальних рівнянь або їх систем. Добре 
відомо, що задача багатьох тіл в аналітичному вигляді є нерозв’язною, тому для симуляції руху зірок або їх скуп-
чень необхідно послуговуватись числовими методами. Для гравітаційно зв’язаних об’єктів виникають завдання, 
що складно моделюються навіть за допомогою комп’ютера, оскільки часто розглядувана модель є жорсткою, 
тобто є значна залежність еволюції розв’язку від початкових умов. В роботі запропонована схема розрахунку 
задачі семи тіл зоряного кластеру Плеяд. Розрахунки провадяться у відкритій системі комп’ютерної алгебри 
Maxima, котра надає всі необхідні інструменти як для безпосередніх обчислень, так і для візуалізації отриманих 
результатів. Використано метод розв’язання диференціальних рівнянь Рунге-Кутта-Фельберга 5-го порядку, 
побудовані графіки зоряних траєкторій та залежності їх видимих координат на небесній сфері від часу.

Ключові слова: CAS Maxima, чисельний розрахунок, метод Рунге-Кутта-Фельберга, зоряні скупчення, Плеяди.
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NUMERICAL CALCULATION OF THE PLEIADES PROBLEM  
IN CAS MAXIMA ENVIRONMENT

Model problems of celestial mechanics are described by means of differential equations or their systems. It is well 
known that the many-body problem is intractable in an analytical form, so numerical methods must be used to simulate 
the motion of stars or their clusters. For gravitationally bound objects, problems arise that are difficult to model even 
with a computer, since the model under consideration is often rigid, i.e., there is a significant dependence of the solution 
evolution on the initial conditions. This paper proposes a scheme for solving the seven-body problem of the Pleiades star 
cluster. The calculations are carried out in the open system of computer algebra Maxima, which provides all the necessary 
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tools for both direct calculations and visualization of the results. The method of solving the Runge-Kutta-Felberg 
differential equations of the 5th order is used, and graphs of stellar trajectories and the dependence of their apparent 
coordinates on the celestial sphere on time are plotted.

Key words: CAS Maxima, numerical calculation, Runge-Kutta-Fehlberg method, star clusters, Pleiades.

Вступні зауваги. Зоряний кластер Плеяд 
(українська назва Стожари) має діаметр 
в 12 світлових років. Від нас Плеяди віддалені 
на відстань в 410 світлових років, вони вважа-
ються порівняно молодим скупченням зірок, вік 
яких знаходиться в діапазоні 75-100 мільйонів 
років. Плеяди давно відомі як фізично пов’я-
зана група об’єктів, а не результат випадкової 
проєкції різновіддалених зір. Велику цікавість 
цей кластер викликає в першу чергу тим, що 
він є другим після групи Ґіад найближчим до 
Землі зірковим скупченням. Плеяди та Ґіади 
є ідеальним ґрунтом для моделювання еволю-
ції зір, оскільки всі їхні зірки мають однаковий 
вік і склад, але демонструють широкий діапазон 
мас [1, 2]. Ці два скупчення єдині, відстань до 
яких можна виміряти на поверхні Землі безпо-
середньо за їхнім паралактичним зміщенням. 
Виміряні значення лежать в основі діаграми 
Герцшпрунга – Рассела, за якою визначають від-
стані до всіх інших зоряних скупчень. Науковці 
екстраполюють отриману шкалу від розсіяних 
зіркових скупчень до галактик і галактичних 
скупчень, побудувавши шкалу космічних від-
станей [4]. Зрештою, знання астрономів про вік 
і розвиток Всесвіту у великій мірі залежать від 
знання відстані до зіркового скупчення Плеяд, 
тому вони є своєрідним еталоном, котрий добре 
вивчений та змодельований (рис. 1) [7].

 
Рис. 1. Сузір'я Плеяд

Для моделювання задачі використаємо про-
грамний пакет CAS Maxima, який є найбільш 
розробленим вільним аналогом відомих мате-
матичних застосунків Maple чи Mathematica, 
та у певних класах розрахунків ні в чому їм не 

поступається [6]. Цей пакет може успішно вико-
ристовуватись для розв’язання цілої низки про-
блем математичного аналізу, лінійної алгебри, 
чисельного та візуального моделювання. Пере-
ваги його наступні: можливість вільного вико-
ристання (Maxima відноситься до класу віль-
них програм та поширюється на основі ліцензії 
GNU); можливість функціонування під управ-
лінням різних ОС (зокрема Linux та Windows); 
невеликий розмір програми; має зручний та інту-
їтивно зрозумілий інтерфейс. 

Постановка проблеми та аналіз дослі-
джень. Задача Плеяд – це модельна задача 
небесної механіки семи зірок, що рухаються 
в одній площині. Математично вона опису-
ється системою з 14 диференціальних рівнянь 
другого порядку разом з 28 початковими умо-
вами, що визначають початкове положення та 
швидкість для кожного небесного тіла. Задача 
не жорстка, але досить складна, її можна легко 
розширити на будь-яку кількість об’єктів, не 
обов’язково в одній площині. Звісно, реальний 
рух зірок відбувається у тривимірному про-
сторі, але нас в першу чергу цікавитиме проєк-
ція цього руху на площину небесної сфери.

Нехай маємо рух кількох масивних тіл на 
площині. Запишемо другий закон Ньютона 
для i -го тіла та вираз для сили притягання між 
двома тілами i  та j , що взаємодіють гравіта-
ційно:
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Початкові дані для цього руху беруться із 
роботи [3]. Числа означають положення кож-
ного тіла відносно певної умовної нерухомої 
точки всередині скупчення (у світлових роках) 
та їх швидкості в момент часу t = 0 . Маси роз-
глядуваних зірок є фактично однаковими, вони 
міняються від 3 до 6 мас Сонця. Ми покладемо 
масу кожної зірки рівною її номеру m jj = , на 
вигляд розв’язку це вплине мінімально.

x

y

x

i t

T

i t

T

i t

�

�

�

� � � �� �
� � �� �

�

0

0

0

3 3 1 3 2 2 2

3 3 2 0 0 4 4

, , , , , , ;

, , , , , , ;

 00 0 0 0 0 1 75 1 5

0 0 0 1 25 1 0 0
0

, , , , , . , . ;

, , , . , , , .

�� �
� �� �

�

�

�
��

� �

T

i t

T
y

��
�
�

Щоб перейти від 14 рівнянь другого порядку 
до системи з 28 рівнянь першого порядку, запи-
шемо їх у наступній формі [5]:
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де z  позначає набір всіх координат xi  та yi , 
f z� �  позначає набір правих частин рівнянь для 
xi  та yi , w  проміжна змінна, яка є відповідною 
проєкцією лінійної швидкості кожного об’єкту.

Виклад основного матеріалу й обґрунту-
вання отриманих результатів. Переведемо 
ці вхідні дані на мову Maxima та побудуємо 
розв’язки. Задаємо вирази для гравітаційних 
рівнянь руху (команда concat з’єднує будь-які 
списки чи символи в один):

 

 

Формуємо список з 28 правих частин рів-
нянь руху, запровадивши додаткові змінні 
wx , wy  (команда flatten робить із списків 

різних рівнів вкладеності один великий 
список першого рівня, де перелічені всі еле-
менти):

 

 

Формуємо список із 28 невідомих функцій, відносно яких потрібно розв’язати рівняння руху:
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Можна помітити, що завершення команди 
значком «$» не виводить результату здійснення 
операції на екран, тоді як значок «;» задає виве-
дення вихідної лінії для перегляду. Вибір кін-
цевого значка залежить лише від вподобань 
програміста, та побіжної перевірки того, чи 
всі команди вдало записались. Відображені 

результати обчислень можуть бути досить 
об’ємними, наприклад задана команда (%i3) 
продукує кілька сторінок тексту. 

Тепер задаємо початкові умови у момент 
часу t = 0  та проміжок інтегрування, оберемо 
його рівним t�� �0 3; , де одиниця часу рівна 
100 тис. років.

 

Пакет Maxima має кілька вбудованих команд 
для чисельного інтегрування диференціальних 
рівнянь. Крім того, цілком можливо написати 
свою власну команду, яка буде інтегрувати ЗДР 
з будь-якою наперед заданою точністю (вона 
буде обмежуватись лише технічними харак-
теристиками комп’ютера та вільним часом 
дослідника, який хоче дочекатись результатів). 
Існує стандартна функція rk:

rk(deqn,y,y0,[x,x0,x1,h]), 

що реалізує метод Рунге-Кутта 4-го порядку. 
Тут deqn – диференціальне рівняння, y – 
залежна змінна, y0 – початкове значення у точці 
x0, [x,x0,x1,h] – незалежна змінна, початкова, 
кінцева точки та крок інтегрування. Цей метод 
фактично повсюдно використовується і вважа-
ється досить надійним для задач, що не містять 
порогових ефектів (threshold effects) або жор-
стких умов (stiff problems).

Існує, однак, більш вдала реалізація цього 
методу, що носить назву метод Рунге-Кут-
та-Фельберга 4-5 порядку. Особливість його 
полягає в тому, що розбиття проміжку інте-
грування на малі частини залежить не від заз-
далегідь заданого кроку по осі x , а від вели-
чини зміщення обчисленої інтегральної кривої 
по осі y . Якщо ця величина при деяких xi  
буде перевищувати певне вказане значення 

(за замовчуванням 10 6− ), система повернеться 
назад, збільшить кількість кроків розбиття та 
проведе перерахунок, тим самим підвищивши 
порядок точності інтегрування від 4 до 5. Тому 
цей метод використовують при вказаних вище 
проблемних ситуаціях. 

Метод Рунге-Кутта-Фельберга 4-5 порядку 
реалізує команда rkf45. Цей спосіб застосов-
ний лише до ЗДР першого порядку, що і зумо-
вило введення нами проміжної змінної w . Роз-
глянемо докладно синтаксис та застосування 
команди. 

Для побудови чисельного розв’язку дифе-
ренціального рівняння воно має бути запи-
сане у вигляді �� � � � �y x f x y, , у випадку 
автономної системи – має бути у вигляді 
 x G x y y H x y� � � � � �� �, ; , . Синтаксис наступний:

rkf45(f(x,y),y,y0,[x,x0,x1],opts) – для одиноч-
ного рівняння;

rkf45([G(x,y),H(x,y)],[x,y],[x0,y0],[t,t0,t1], 
opts) – для системи рівнянь.

Тут f, G, H – права частина ЗДР або їх спи-
сок, y або [x,y] – залежна змінна або їх список, 
y0 або [x0,y0] – початкові значення залежної 
змінної, [x,x0,x1] або [t,t0,t1] – оголошення 
незалежної змінної, її початкове та кінцеве зна-
чення, opts – додаткові опції. 

Завантажуємо пакет rkf45 та застосовуємо 
його:
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Із відгуку системи дізнаємось, що було 
обрано 1143 точки інтегрування, з максималь-
ною похибкою ~10 6−  на будь-якому кроці. 
Результати повернулись у вигляді списку із 1143 
елементів, кожен з яких є списком із 29 елементів 

(час t , сім просторових координат xi , сім про-
сторових координат yi , сім x -компонент швид-
кості wxi , сім y -компонент швидкості wyi ).  
Для опрацювання даних виділимо окремо 
списки для часу та всіх просторових координат.

 

Тепер можемо зобразити траєкторії руху кож-
ної зорі (рис. 2 a). Як бачимо, на графіку присутня 
область, на якій траєкторії дуже переплітаються. 

 

 

 

Клацнувши правою кнопкою миші на відповідній 
частині малюнка, можна виділити цю область, 
і тоді вона автоматично збільшиться (рис. 2 b).

Позначимо окремо початкові точки, з яких стартував рух кожної зірки:
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Задавши подібну команду plot2d, де у парах 
замість x  чи y  стоять значення часових точок, 
можна зобразити часову еволюцію відповідних 
просторових компонент x t� � , y t� �  (рис. 3).

Використавши додаткову опцію absolute_
tolerance, можна змінювати величину похибки 
та підвищувати точність інтегрування, однак 
платою за це буде значно більше навантаження 
на процесор та збільшення часу обчислень. 
Наприклад, точність 10 10−  замість 10 6−  при-
зведе до того, що час обробки зміниться від 5 с 
до 10 год. Втім, задачу чисельного інтегрування 
руху кількох тіл для реальних потреб космічних 
розрахунків обчислюють з точністю 10 16− , що 

для звичайних комп’ютерів вимагало б років 
безперервної роботи. 

Висновки. За допомогою пакету математич-
них розрахунків CAS Maxima було чисельно 
проінтегровано задачу семи тіл у небесній 
механіці, побудовані точки розв’язків та відпо-
відні траєкторії руху зір у зоряному скупченні 
Плеяд. Отримані дані моделювання узгоджу-
ються з експериментальними фактами та попе-
редньо зробленими розрахунками. Продемон-
стровано, що розроблений підхід є гнучким та 
легко масштабується, у ньому можна керувати 
точністю обчислень та застосовувати до іншого 
числа небесних тіл. 

 

Рис. 3. Зміна з часом координат x t� �  (a) та y t� �  (b)

Рис. 2. Траєкторії окремих зір зоряного скупчення Плеяд (a), збільшена частина області 
з переплетеними траєкторіями (b)
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